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RESUMEN

El objetivo del presente trabajo es analizar una propuesta de planificacion de la asignatura
Algebra y Geometria Analitica, en el cual esté presente el sentido constructivo e integrador de
la matematica. En esta propuesta se ponen en evidencia las vinculaciones existentes entre los
distintos nucleos conceptuales que definen a la asignatura: algebra vectorial, matricial y lineal
y geometria analitica; y que fundamentalmente pretende asegurar la articulacion y sintesis de
los conceptos tratados, como un eje central de la planificaciéon. La propuesta con la unidad de
Numeros Complejos se basa en incorporar e integrar los conceptos desarrollados precisamente
en las unidades referidas al dlgebra vectorial, matricial, lineal y geometria analitica. Para ello,
planteamos el tratamiento del conjunto de niumeros complejos como una de las unidades de
cierre de la asignatura. Iniciamos su desarrollo evocando su historia, asi trabajamos desde la

operatoria en forma bindmica para luego abordar el isomorfismo entre C; y Ri. Esto
habilita el trabajo en espacios vectoriales complejos, en principio por comparaciéon con el
espacio vectorial (EKZ;+;ER;°). Con este abordaje, la unidad de numeros complejos se

transforma de una unidad descriptiva, en una estructura integradora de los conceptos centrales
de la asignatura.

EL CONTEXTO DE LA PROPUESTA

Aceptando el desafio de reconstruir a la universidad como innovadora, las Céatedras
dependientes de la Unidad Docente Matematica en la Facultad Regional Avellaneda se
plantearon proponer otras formas de educacion y para ello han acordado plantear el disefio de
cada asignatura con el criterio de que los alumnos adquieran un conjunto de habilidades y
destrezas' necesarias para la formacién de su perfil profesional. Ellas son la capacidad para:

= comprender definiciones y demostraciones;

* modelizar matematicamente una situacion;

= resolver problemas con técnicas matematicas;

= predecir, estimar, verificar y justificar procedimientos y resultados, pudiendo describirlos
y discutirlos utilizando el vocabulario especifico de la disciplina.

"'vila & Col, 2007
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Diagramar la planificaciéon de una Cétedra teniendo como finalidad el logro de estas
competencias®, implica considerar la educacién como un proyecto de estudio cuyos
principales protagonistas son los estudiantes.

En particular, el disefio de la catedra de Algebra y Geometria Analitica’, consiste en las
siguientes unidades temadticas: algebra vectorial, rectas y planos, matrices, determinantes,
sistemas de ecuaciones lineales, espacios vectoriales, transformaciones lineales, conicas y
cuadricas, autovalores, autovectores y diagonalizacién de matrices; y nimeros complejos. A
modo de ejemplo, abordaremos el tratamiento de la unidad de nimeros complejos.

Los numeros complejos tienen una importancia relevante en las distintas ramas de la
ingenieria. Para la mayoria de los alumnos, los niimeros complejos son solamente una
respuesta abstracta a algo que aparentemente no existe en el mundo real, como es la raiz par
de un nimero negativo; una especie de sortilegio metafisico, una nada inasible’. En este
sentido, y para superar este prejuicio, resulta necesario un abordaje didactico innovador de
este concepto. En nuestro caso, decidimos adoptar, una mirada integradora en la cual los
estudiantes no solo adquieran las destrezas para operar con el campo complejo, sino que sean
capaces de poder establecer relaciones, diferencias, similitudes y toda clase de interacciones
entre y con los distintos contenidos que se han tratado en la asignatura.

Consideramos que la ciencia no puede ser ensefiada en forma fragmentada como
compartimientos separados que eventualmente se agrupan de manera desordenada, sino que
creemos que deben establecerse las relaciones que permitan concebirla como un todo
armoénico que se recrea continuamente.

Basicamente nos surge la necesidad de plantear la antitesis viejo-nuevo, donde no
pretendemos que los estudiantes creen el conocimiento construido desde la disciplina, pero si
que sean capaces de ir descubriéndolo e incorporandolo. Con la contradiccidon entre viejo y
nuevo queremos significar que no es nuestra pretension que los estudiantes reconstruyan en
poco tiempo un proceso de evolucién que ha demandado siglos a la humanidad. Nuestra
intencion es que sean capaces dar pequefios pasos a partir de los conocimientos que poseen (lo
viejo) y a partir de ahi, avanzando y retrocediendo, y con la orientacion del docente, puedan ir
construyendo el conocimiento que nos parece pertinente para una mejor formacion integral (lo
nuevo)’. En consecuencia pensamos en una especie de resorte que les permita tomar impulso
para el abordaje de las temdticas necesarias en la vida académica de un estudiante de
ingenieria.

EL PUNTO DE PARTIDA DE LA PROPUESTA

Al disefiar el cronograma de la asignatura, son varias las ubicaciones en las cuales podemos
pensar el desarrollo de la unidad temética de numeros complejos. Una posibilidad es
plantearla como unidad inicial. Esta accion permitiria a los estudiantes articular el curso de
matematica del sistema de ingreso a la facultad y la asignatura, al presentar a los nimeros
complejos, en principio, como el campo numérico en el cual resulta posible dar respuesta a los
radicales de indice par y radicandos negativos. Sin embargo, y a la luz de lo expuesto
anteriormente, sobre el prejuicio de inmaterialidad que tiene para los alumnos la estructura de
los nimeros complejos, proponemos esta unidad no como la primera sino como la tltima del
programa. Nuestra experiencia es que el tratamiento de los nimeros complejos como primera
unidad de la curricula de Algebra y Geometria Analitica, desde su enfoque tradicional como
cierre 'y completitud de los conjuntos numéricos es introducir a los alumnos en una

% Speltini & Col., 2007.

* El programa analitico de la Catedra Algebra y Geometria Analitica puede consultarse en la pagina web de la
UTN-Facultad Regional Avellaneda: www.fra.utn.edu.ar

* Berlinski, D, 2007.
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abstraccion a la que no estan acostumbrados desde su formacién matematica de la escuela
media sin el basamento que ofrece el estudio del algebra.

Otra de las razones para pensar a la unidad de nlimeros complejos como la ultima unidad
surge de observar que el estudiante puede abordar los contenidos del Analisis Matematico del
primer afio de la carrera y los contenidos de la asignatura que nos ocupa con el simple
conocimiento de que estos radicales no tienen solucion en el campo real. Por otro lado en el
analisis de los resultados del curso de matemadtica del ingreso a la Facultad., hemos detectado
que operar correctamente en el campo real es uno de los temas que mayor dificultad presenta
para los aspirantes a la carrera®,

Teniendo en cuenta estos argumentos, aparece como pertinente dejar para el cierre del
programa a los nlimeros complejos puesto que de esta manera abordamos las otras unidades
tematicas de la asignatura, construyendo como eje transversal las operaciones entre nimeros
reales. A partir de este punto es factible plantear el nuevo campo numérico,
fundamentalmente porque un estudiante no puede comprender la operatoria en el campo
complejo si las operaciones entre nimeros reales les representan un obstaculo.

EL RECORRIDO PREVIO AL TRATAMIENTO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Previo al tratamiento del campo complejo como unidad que articula y sintetiza, se desarrollan
las siguientes unidades: tematicas vectores geométricos y algebraicos, rectas y planos,
matrices, determinantes y sistemas lineales, espacios vectoriales y transformaciones lineales,
diagonalizacion de matrices y estudio de conicas y cuddricas. A partir de algunos de ellos
justificaremos los nuevos conocimientos y también en el desarrollo de la unidad de nimeros
complejos se afianzan los conceptos desarrollados a lo largo del afio. De esta forma, el disefio
del curso no es secuencial, paso a paso, sino que, de manera consciente, salteamos algunos
eslabones de la secuencia, y una vez que arribamos al cierre del curso retrocedemos y
volvemos a retomarlos bajo una mirada mas critica y mas completa del proceso de
construccion. Asi no pensamos en la educacion como un proceso de adentro hacia afuera, sino
que pretendemos un feedback que realimente dicho proceso. Es decir, de adentro hacia afuera
y de afuera hacia adentro’,

A lo largo del curso, las unidades tematicas que se abordan nos serviran como apoyatura para
nuestro objetivo de fondo. Nuestra intencidon es que el estudiante advierta la necesidad de
relacionar los distintos espacios vectoriales. Pretendemos que sean capaces de observar que,
en alglin sentido, ciertos espacios son muy parecidos a otros. La pregunta que nos hacemos es
sobre si existe alguna relacion entre ellos y si es asi, como podemos ponerla de manifiesto, en
qué conceptos podemos basarnos para responder a esta pregunta. Es en este momento cuando
aparecen en escena las transformaciones lineales y a través de ellas somos capaces de poner
de manifiesto las relaciones entre estos espacios vectoriales. En este momento hacemos
hincapi¢ en el concepto de isomorfismo. Como docentes, sabemos que al estudiar teoria
matematica, lo que hacemos, en cierta forma, es estudiar los morfismos. Pero esto que para
nosotros es una certeza para los estudiantes no es ni siquiera una sospecha.

LOS NUMEROS COMPLEJOS — LA PROPUESTA

El primer contacto del estudiante con el contenido que nos ocupa sera equivalente al
desarrollo historico, pues consideramos que la historia se puede y se debe utilizar, ya que nos
permite facilitar la comprension y el entendimiento de una idea dificil del modo maés
adecuado, tal como lo afirma Miguel de Guzmén (de Guzman, 2001): “...quien no tenga la
mas minima idea de las vueltas y revueltas que el pensamiento matematico ha recorrido hasta

% Datos Estadisticos Seminario Universitario, Secretaria Académica, Facultad Regional Avellaneda.
" Chevallard Y. & Col., 1997.
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dar, pongamos por caso, con la nocion rigurosamente formalizada del numero complejo, se
sentira tal vez justificado para introducir en su enserianza los numeros complejos como “el
conjunto de pares de numeros reales entre los cuales se establecen las siguientes
operaciones...”.”

Asi el punto de partida serd que los estudiantes resuelvan una actividad® del tipo de la
siguiente:

Determinar el numero 4 como suma de dos numeros reales tales
que el producto entre ellos sea igual a 13.

La resolucion de este tipo de actividades, y el debate con los estudiantes acerca de la respuesta
obtenida, nos permite repetir el proceso historico y por tanto, la introduccion de la escritura
binémica de un nimero complejo y sus operaciones. De esta manera, sera posible establecer
las analogias y las diferencias con el conjunto de niumeros reales, ya que al igual que cuando
se desarroll6 la unidad de vectores geométricos y algebraicos o bien se estudid el algebra de
matrices, pueden abordarse las estructuras algebraicas: grupo, cuerpo y espacio vectorial.

En este punto, los estudiantes quedan enfrentados a la intencion central de la propuesta: qué
relacion existe entre los espacios vectoriales tratados; cudles son los parecidos, cuales son las
diferencias. En este punto se recurre a las transformaciones lineales y a través de ellas al
concepto de espacios vectoriales isomorfos. Aqui es cuando nos planteamos la aparentemente
contradictoria relacion viejo-nuevo, ante el caso concreto de relacionar a los niimeros
complejos con el plano. El desafio para los estudiantes estard dado en la resolucion de la
siguiente actividad’:

Sean los siguientes espacios vectoriales:
1) (C,+,R,®) donde + ye son las operaciones de suma y

producto usuales en C respectivamente.

2) (R°,+,R,*) donde + es la suma usual en R* y la ley * se
define de la siguiente manera:

(a;b)*(c;d)=(ac—bd;ad +bc)

Sea la funcion:

f:(C,+,R,0) = (R, +,R, %) como f(a+bi)=(a,b)

a) Demostrar que f es una funcion biyectiva
b) Demostrar que f es una transformacion lineal

Enfrentar a los estudiantes con esta actividad, nos permite debatir la frase “igual en algun
sentido” que introduce el concepto de isomorfismo, y si bien los espacios vectoriales no son
exactamente iguales, se comportan como si lo fueran a la hora de trabajar con ellos. Resulta
entonces que la definicion de un niumero complejo como un par ordenado de niumeros reales
ejemplifica claramente como se produce la construcciéon de un concepto. Nuevamente la
relacion viejo-nuevo se hace evidente para el estudiante.

Llegados a este punto, el estudiante no tendra inconvenientes en resolver actividades'® que
como la que mostramos a continuacion permiten explorar otras maneras de expresar
analiticamente lugares geométricos en el plano:

Demostrar que la ecuacion:

a) |z - zo| = R representa en el plano una circunferencia de centro

z, yradio R >0

¥ Kozak, A. & Col., 2007
? Kozak, A. & Col., 2007
0 Kozak, A. & Col., 2007

| 298



II REPEM — Memorias Santa Rosa, La Pampa, Argentina, Agosto 2008

b) z* +;2 =2 representa en el plano una hipérbola equilatera.
c) |z+ 4i| +|z —4i| =10 representa en el plano una elipse cuyo

diametro focal es de longitud 8.
d) |Z+i| =|Z—1| representa en el plano una recta que pasa por el

origen de coordenadas.

También, resultara posible retomar conceptos del algebra matricial, del calculo de
determinantes y de la resolucion de sistemas lineales, abordando nuevos conceptos como
consecuencia de haber ampliado el campo numérico y también utilizdndolos como
herramientas que permiten aplicar nuevamente conceptos propios de los espacios vectoriales
para, por ejemplo, poner en evidencia que el cuerpo elegido para definir una estructura de
espacio vectorial no es trivial, asi los estudiantes podran concluir que los espacios

vectoriales: (V,;+;R,+) y (V,+; C, ) presentan diferente dimension.

A partir de este punto, queda expuesto que es posible pensar al plano de dos maneras
distintas:

1) Como un espacio real de dimension dos (cuyos elementos base son (1,0) y (0,1)), donde el
cuerpo de escalares son los nimeros reales;

2) Como un espacio complejo de dimension uno (cuyo elemento base es el 1), donde el
cuerpo de escalares son los nimeros complejos.

Por medio de la segunda interpretacion se analizaran rotaciones en el plano. Las actividades
tendran como objetivo que los estudiantes puedan observar que si un numero complejo z no
nulo, imprime una rotacion en el plano, resulta que dicho z es un autovector con autovalor
complejo (salvo que dicho angulo sea un multiplo entero de 90°); como también que si el
angulo no es un multiplo entero de 90°, entonces el operador en cuestion, no tiene autovalores
reales y por lo tanto tampoco autovectores.

Este enfoque pone en evidencia algo que es sabido por nosotros los docentes: el mismo objeto
de estudio se puede enseniar de maneras distintas y como consecuencia se aprenden cosas
distintas. Nuestra intencion es ofrecerle a los estudiantes una mirada mas integral del objeto
con lo cual necesitamos establecer relaciones en todo momento. Nuevamente esta presente la
relacion viejo-nuevo que citamos anteriormente, con actividades'' como las siguientes:

¢/ Como haria usted para representar una recta en el plano a partir
de la base canonica? ;Y respecto de otra base?

¢;Como haria usted para representar a una elipse respecto de una
base de autovectores?

Para dar respuestas a estos interrogantes, los estudiantes tendran que recurrir a los
conocimientos previos para analizar y validar sus conjeturas, luego el problema de rotaciones
de conicas estara resuelto, quedando a cargo del docente la formalizacion del objeto.

Las lineas que hemos descrito en los parrafos anteriores, sintetizan los puntos centrales de la
propuesta para el abordaje de la unidad de nimeros complejos, para que la misma no sea
solamente una unidad descriptiva, con presentacion del conjunto numérico y sus aplicaciones,
sino como una estructura integradora de los conceptos centrales de la asignatura.

CONCLUSION

Consideramos que esta propuesta es innovadora y crea las condiciones que favorecen en la
clase la emergencia de preguntas y conjeturas, la necesidad de validar las mismas y la tnica

' Gentileza Prof. Jorge Endelli, Facultad Regional Avellaneda.
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forma de hacer esto es aplicando lo que ya se conoce. Los estudiantes estaran ‘“haciendo
matemdtica” y de esta forma la asignatura no serd un conjunto de compartimientos separados
sino que seran explicitas para los estudiantes las interacciones entre y con los distintos
contenidos que se han tratado en la asignatura.

Este “hacer matemadtica”, traducido en el juego constante entre la antitesis viejo-nuevo,
producira evocacion. Para los estudiantes evocar sera claramente una oportunidad de revisar
los conceptos desde otra perspectiva, no como resolutores sino como personas que reflexionan
sobre los mismos y este es el abordaje de las tematicas que consideramos necesario que esté
presente en la formacioén académica de un ingeniero.
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