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RESUMEN

El presente trabajo analiza las producciones de dos grupos de alumnos a los que se les
proponen una misma tarea vinculada con la resolucién de un problema geométrico el cual
encierra una riqueza de propiedades a ser descubiertas e involucra abundantes estrategias de
resolucion.

Uno de los grupos proviene de un Curso para graduados cuyo objetivo fundamental era
trabajar con Protocolos y Herramientas Heuristicas y el otro proviene de una asignatura
curricular “Taller de Resolucion de Problemas” correspondiente a la carrera Profesorado en
Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas y naturales de la UNLPam.

Puesto que el andlisis de protocolos es una herramienta que permite mostrar la complejidad
que encierra la resolucion de problemas matematicos, decidimos utilizarlo para el estudio de
una tarea con la idea de responder algunas de las siguientes preguntas:

(Qué caminos ha seguido el resolutor para resolver el problema?, ;Qué decisiones ha
tomado?, ;Ha insistido en alguna idea en particular?, ;Ha considerado distintas opciones para
abordar el problema?, ;Qué tipo de representaciones ha empleado?

Todo ello en pos de contar con elementos que nos sirvan para analizar como aprenden los
alumnos.

INTRODUCCION

El problema fue propuesto como una de las actividades para la evaluacion de un Curso que se
dictdo en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad Nacional de La
Pampa, Argentina, en el afio 2006. Dicho curso estaba dirigido a docentes en actividad,
estudiantes avanzados del Profesorado en Matematica y procuraba aproximarse a la
utilizacion de herramientas heuristicas en la resolucion de problemas y la utilidad de los
protocolos, entre otros aspectos.

Efectuamos un analisis a priori para tratar de anticipar las posibles resoluciones de los
asistentes, apoyando esa tarea con la utilizacion de un software geométrico.

Analizar los procesos involucrados en la resolucion de problemas es una tarea que presenta
ciertas dificultades metodologicas, por tratarse de actividades que involucran aspectos que no
son observables sino inferibles a partir de la ejecucion del sujeto que resuelve el problema.
Una de las metodologias existentes para el analisis de procesos desarrollados en el ambito de
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la matematica es el andlisis de protocolos escritos.

El trabajo con protocolos y herramientas heuristicas es importante como elemento didactico
por el hecho de que ponen de manifiesto las diferentes estrategias involucradas en una
resolucion y cada una de ellas comprende varios pasos a seguir, pausas y reconsideraciones
que son propias de la actividad.

ANALISIS DE PROTOCOLOS ESCRITOS

El analisis de los protocolos escritos por el individuo que encara la resolucion de un problema
matematico, es un método que permite comprender mejor los variados procesos involucrados
en tales actividades.

Los esquemas de protocolos escritos se refieren a la explicitacion de secuencias de las propias
acciones desarrolladas por un individuo cuando resuelve un problema. Estos esquemas de
pasos han sido muy utilizados en la ensefianza de la matematica.

Los protocolos tienen como proposito realizar analisis cualitativos que permitan describir
estrategias utiles y documentar acerca de su nivel de efectividad. Ya en 1967, Kilpatrick
disefi6 un protocolo riguroso que sirvié de paradigma a muchos otros desarrollados a
posteriori. En dicho protocolo se esquematizan diversas conductas heuristicas consideradas
importantes en la resolucion de problemas matematicos.

Aunque los protocolos codifican basicamente conductas observables en secuencia, éstos
pueden ser enriquecidos por otras técnicas complementarias tales como “pensar en voz alta” o
las “autoexplicaciones”. Es decir, la conducta implicita puede ser explicitada por el individuo.

ELEMENTOS DEL MODELO DE COMPETENCIA

Por su parte Puig considera que lo propio de la heuristica es “el estudio de los modos de
comportamiento al resolver problemas y los medios que se utilizan en el proceso de
resolverlos que son independientes del contenido y que no suponen garantia de que se
obtenga la solucion” (L. Puig, 1996). Con esto, el autor es consciente de que deja de lado
distintos elementos que intervienen en el proceso de resolucién de problemas (esquemas,
algoritmos, rutinas) y que los expertos utilizan. Para €l, buscar un problema relacionado es lo
que llama sugerencia heuristica ya que nos indica una direccion de trabajo y no un
procedimiento concreto para buscar o producir dichos problemas relacionados. Pero,
considerar un caso (0 una serie de casos), es una herramienta heuristica ya que se refiere a un
procedimiento determinado que a partir del problema a resolver permite formular otro
problema relacionado. Ademas, hacer una tabla, L. Puig lo llama destreza ya que no
transforma al problema. Destaquemos que la destreza no es solo una forma adecuada de
trabajar o de presentar un trabajo, sino que sirve para descubrir, por lo que tiene un potencial
heuristico, como el caso de una notacion adecuada que permite descubrir lo necesario para
resolver el problema.

Ademés de las sugerencias heuristicas (SH), las herramientas heuristicas (HH) y las
destrezas con potencial heuristico (DH), que pueden aparecer combinados, Puig reconoce
otros elementos que son parte de lo que llama Modelo de Competencia.

EL PROBLEMA

Sobre los lados de un tridngulo rectangulo, se construyen exteriormente cuadrados como
muestra la Figura 1. Hallar el area del tridngulo determinado por los centros de los cuadrados
considerados.
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Figura 1
ANALISIS

Los protocolos inherentes en cada resolucién, muestran herramientas heuristicas, las cuales al
explicitarse, resultan conscientes en el resolutor.

A continuacion analizamos los protocolos elaborados en la resolucion efectuada por algunos
alumnos:

Protocolo 1

En el inicio del protocolo, el alumno, no s6lo muestra la necesidad de construir una figura
auxiliar sino que es consciente de iniciar con un caso particular (herramienta heuristica) y lo
hace explicito. La construccion con regla y compas, que realiza, pone de manifiesto que no
solo es un esquema representativo sino mdas bien un elemento en el que se apoya para
justificar, de alguna manera, los resultados parciales “con el compas se puede verificar que h
= AB’” es de igual longitud que la base ..”. Inmediatamente después de calcular
analiticamente el 4rea del triangulo pedido (drea A’B'C’= AB?), construye otra figura
partiendo ahora de un tridngulo rectangulo cualquiera y llega a otro resultado (drea A'B'C'=
(AB + AC)*/4) pero no muestra en el protocolo un control que le permita reflexionar sobre
ello.

El protocolo s6lo muestra la descripcion de los pasos seguidos y avanza muy precozmente en
los comentarios, mostrando el arraigo fuerte del trabajo aritmético. En dicho comentario hace
explicita una observacion que procura justificar por medio del uso del compas a modo de
comparador, pero no se involucra en un trabajo de validacion.

Protocolo 2

En general el inicio con una grafica se muestra evidente en (todos) los trabajos. En esta
oportunidad la herramienta heuristica de resolver otros problemas mas simples que le
permitan abordar la situacion original es explicitado diciendo ... No podré conocer el area del
triangulo PSQ si antes no calculo su base y su altura...”. Lo que sigue es una descripcion del
camino transitado para determinar la base del triangulo que se quiere calcular que, “es la
suma de las mitades de las diagonales de los cuadrados que quedan establecidas por los
catetos del triangulo rectangulo del cual partimos...” segun lo expresa la autora por la

observacion de su grafica. Al célculo correcto de la base (@zT(a+b)) le sigue una

argumentacion bien justificada que la conduce a un nuevo problema “me faltaria de ellos un
dato mas, para poder calcular la altura ...” haciendo referencia a dos tridngulos rectangulos
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formados al considerar la altura del tridngulo requerido en la tarea. Este nuevo planteo la
conduce a considerar una serie de figuras auxiliares sobre la grafica original y sobre ellas
utiliza el Teorema de Pitagoras y el Teorema del Coseno para determinar la altura del
triangulo y juntamente con la base ya calculada llega al resultado con algunas dudas del area
pedida

(A'reaPSQ:g.(a + b).\/% (a2 +b° )+ bAa® +b’ senar).

Esa incertidumbre la lleva a probar sobre un tridngulo rectangulo isésceles de 4 cm de lado.
La expresion calculada del 4rea la confronta con otros célculos sobre los que se muestra mas
segura de sus resultados (calcula su base y altura) y al llegar a iguales resultados concluye
“aunque “rebuscada’, creo que es una expresion que sirve para calcular el drea del
triangulo que me queda establecido...”.

Existe un evidente manejo algebraico. El protocolo muestra el trabajo consciente de todas las
herramientas utilizadas y las idas y vueltas que fue experimentando, sus dudas y aciertos a
pesar de que el resultado al que llega, por la expresion un tanto engorrosa, no la satisface del
todo. La tecnologia que utiliza acompafia a la técnica principalmente para justificar sus pasos.

Protocolo 3

Esta alumna realiza una descripcion de los pasos seguidos pero haciendo una retrospectiva de
lo realizado, es decir, luego de los calculos vuelve sobre ellos para redactar lo que seria su
protocolo. Haciendo uso del Teorema de Pitdgoras, Teorema del coseno y de otras
herramientas conocidas logra un resultado similar al trabajo anterior, y con iguales dudas
sobre la validez veracidad del calculo. Con la comprobacion sobre un triangulo cuyos lados
miden 4cm y Scm logra resultados aproximados. Muestra cierta seguridad respecto de que lo
calculado esté correcto y sin dudas al respecto, a diferencia de Protocolo 2.

Este protocolo no muestra el transitar de la autora sobre su resolucion en lo que respecta a los
sentimientos que pueda experimentar, incluso sus dudas o aciertos por los que atraviese.
Parece que la determinacién de un resultado aproximado con la calculadora la deja conforme.

Protocolo 4

Esta alumna presenta un protocolo que avanza sobre los anteriores, es decir, va un poco mas
alla de la descripcion de los pasos algebraicos seguidos ya que procura describir los diferentes
razonamientos utilizados. Su andlisis comienza con una grafica de un tridngulo rectangulo de
longitud 3cm, 4cm y Scm, construida con regla y compas (técnica que utiliza en las 7 graficas
que presenta). Como la mayoria, determina algebraicamente la longitud de la base del

tridngulo pedido ((@ = %;bj ).

Aqui una reflexion importante comienza a surgir (algo que no sucede en los anteriores relatos
ya analizados) y es que la altura del tridngulo del cual hay que calcular su area, coincide con
la distancia del centro geométrico del cuadrado mas grande al vértice del dngulo recto del
triangulo rectdngulo de partida. Relacion que no logra demostrar. Luego construye otra figura
y logra visualizar otra relacion en la que la altura “h” buscada dice ser congruente con la
hipotenusa del tridngulo rectdngulo de partida, la cual no puede justificar adecuadamente para
ella. (ver Figura 2).

184



II REPEM — Memorias

Santa Rosa, La Pampa, Argentina, Agosto 2008

o ~vtloee v dla despuds .-
P T .
v “m%o liemdo  los nadon St
e B o Jode =
q,.-:\:n:e,, S g } cwodrode de lodo
T\ L \ de. Yorwa guan ponam
o\ VR ovdnie @) \ o > .
onden O e \ y, pon s P 373_ 7 <
Xl . \\\ \\\ // y lan com BT/a ews-
~ /'”_,_—
b ’,’"';’, .\\\
\ Y. VY N
N 2 \\ 7 T, Fiege /o RES
2N 3;// ) Doder de Lo, Sien
4 v \
N N\ / ‘c_ de» wwodnodens y Q-
7 T . .
* : 7 e A ke O
\\I /{/ m?e_a:uo-meux‘- .
¥
/)
AN
a \\\ :
7 : N
De los engaitomon wk&'wdadﬂ_ W&QM&A
K 7 Lo
o = "-:‘”-~TP°JLQ o o ?u&da i@&u}n‘ En A QPO
o vl -
Figura 2

Regresa con una construccion de mayores dimensiones, pero proporcional a la anterior y
determina una relacion que considera “no me ayuda mucho”. Sobre una nueva construccion

procura probar que ap =bc (ver Figura 3) e incluso demostrar que dentro de la figura se
encuentra el rombo psaw.
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Figura 3

En su intento por caracterizarlo concluye que “me di cuenta que queda determinado el
paralelogramo bpsc”. Sobre una nueva figura (ver Figura 4) comprueba, construyendo

circunferencias, que pa = ps lo cual no demuestra. Luego intenta retomar la demostracion de

que el cuadrilatero bpsc es un paralelogramo, resultado que puede ser evidente a la vista en la
construccidon pero poco claro en su demostracion. Sin embargo el resultado al que arriba,

“bpsc es un paralelogramo” le permite decir que ap =bc . De alli al célculo del area (del
triangulo) pedida hay simplemente una formula, llegando al resultado con algunos errores.
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Figura 4

Este trabajo presenta por primera vez un resultado muy interesante que luego se manifiesta en
algunos otros trabajos, y en todos ellos con escasa justificacion, nos referimos a que el
segmento ap coincide con la altura del triangulo al que se le debe calcular el area. Los demaés
resultados, no menos importantes en el desarrollo del trabajo de esta alumna, son
considerados mas importantes en el calculo del area.

Protocolo 5

Inicia el trabajo con una recopilacion de valores que luego son calculados, y asi lo hace saber
la alumna. Queremos rescatar el analisis que hace de la figura, principalmente luego de la
construccion auxiliar con regla y compas. Asi manifiesta, “al conmstruir la altura
correspondiente al lado SQ observo que dicho segmento pertenece a la bisectriz del angulo
recto del triangulo rectangulo”. Resulta algo nuevo respecto del andlisis de los otros trabajos.
Otro aspecto que nos muestra este protocolo es que en su afan de generalizar este resultado a
los otros angulos del triangulo rectdngulo recurre al software Cabri Géométre II Plus
concluyendo que “verifico que las alturas del triangulo rojo correspondientes a los lados SP
v PQ pertenecen a los segmentos TQ y SU, respectivamente, y la altura del lado SQ es el
segmento RP. Pero no verifica mi hipotesis: las bisectrices de los angulos ac y bc no
contienen a las alturas”. Esto, parece restarle importancia a la hipdtesis original, la que
considera que la altura del tridngulo, al que se le debe calcular el area, estd contenida en la
bisectriz del angulo recto, y comienza con un laborioso trabajo algebraico iniciado con el
Teorema del Coseno llegando a una expresion similar al de otra alumna, que denomina S.
Avanza en el sentido de la incertidumbre de los célculos y del resultado obtenido buscando la
manera de verificar el resultado y asi lo expresa: “;como puedo verificarlo?”, y lo verifica
sobre las dos graficas construidas tomando sus medidas.

En este punto los anteriores alumnos concluyen su tarea, pero sin embargo en este caso
comienza una serie de razonamientos haciendo uso de la herramienta heuristica
“consideracion de un caso particular” cuando supone que la altura y la base tienen igual valor

2
en el tridngulo al que debe calcular el area llegando a la expresionsS, =[%a+%bj .
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Reincidiendo en la aplicacion del Teorema del Coseno, pero ahora sobre otro triangulo de la
figura (SRP), llega nuevamente al mismo resultado original que denomina S,. En éste
momento retoma la condiciéon de que la altura tiene igual valor que la base en el triangulo

SPQ y al reemplazar su valor logra llegar a que S =%(a+b)(a2 +b° ) Acé se da cuenta de

: . 1
errores cometidos, los arregla y modifica su resultado por S =Z(a+b)2 que resulta

equivalente al que ya habia llegado con S;. Esto la convence de alguna manera de sus
calculos, principalmente por haber abordado de diferentes puntos de vista el problema, pero
considerando la igualdad entre la base y la altura, algo que deberia comprobarse.

Otro aspecto que por primera vez surge es el hecho de que la altura esté contenida en la
bisectriz, como comentamos, y que no se avance en ese aspecto. Es un interesante trabajo de
analisis en el que surgen interrogantes propios del ejercicio y que son poco analizados.

Protocolo 6

El protocolo nos va mostrando una cronologia bastante cercana a su trabajo como resolutora,
algo que en los otros trabajos no se manifiesta, segiin nuestra primera lectura. Esto es un
avance respecto de los anteriores trabajos, pero en esta oportunidad el trabajo algebraico es
preponderante por sobre el analisis de la figura, llegando al resultado del “Area del tridngulo
A'B'C’ en  funcion del triangulo rectangulo original” que es

{\/_ AB+\/_BCJ (2 AC’ -BCAC. cos(C+90°D

A= 5 . Procura verificar este resultado

para un caso particular, verificaciéon que no se logra, por lo que procede a su construccion en
el sofware Cabri. El trabajo concluye con la expresion: “poniendo los valores en la
computadora, llego al resultado (en forma aproximada) obtenido en la formula, quiere decir
que me equivoqué en las cuentas”. Como hemos dicho, es un trabajo en el que podemos
destacar el avance en la confeccion de los protocolos.

Protocolo 7

Este protocolo se apega a la descripcion de los pasos a seguir basandose en la construccion
con regla y compas de la figura. El problema lo desglosa en problemas mas simples (como ya
hemos mostrados en otros trabajos) pero en esta oportunidad selecciona un tridngulo y lo
grafica por separado fuera de la figura original. Es aqui donde observamos otro resultado que
antes no se habia manifestado y es que la altura del tridngulo al que se le debe calcular su area
pasa por el vértice del angulo recto del tridngulo rectangulo “trazo la perpendicular a la base
ab, para obtener la altura y veo que ésta pasa por el punto x” (ver Figura 5). Sin embargo,
éste resultado no es aprovechado y menos atin demostrado. Es un protocolo del que quisimos
rescatar un resultado distinto a los anteriores aunque se relacione con algunos de ellos, como
es el caso de un trabajo anterior.
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Protocolo 8

Comienza considerando un tridngulo rectangulo cuyos valores son de 3cm, 4cm y Scm. El
area buscada y los resultados obtenidos (base y altura) los verifica midiendo sobre la gréfica.
Luego comienza nuevamente, pero ahora con un tridngulo rectangulo isosceles en el que
observa que la altura es igual a la base del triangulo al que se tiene que calcular su area.
Resultado que no es demostrado. De un analisis posterior observa que “el drea del triangulo

1
rectangulo es A=—a’. Es decir, el drea del triangulo que busco es el doble del inicial

JResulta para cualquier tipo de triangulo?”. Otro resultado al que arriba es: “las diagonales
del cuadrilatero formado por el triangulo rectangulo y el cuadrado de la hipotenusa son
iguales; es decir si tengo la medida de la hipotenusa (del triangulo rectangulo) obtengo la
altura del que voy a calcular el area”. Estos resultados no los demuestra pero los verifica
midiendo directamente sobre la grafica correspondiente. Este analisis no involucra al Teorema
del Coseno, y trabaja adecuadamente con la grafica haciendo uso del Teorema de Pitagoras

para llegar al resultado correcto: Area =l(a+b)2. Solo verifica midiendo sobre la grafica

como lo venia haciendo. Resultado con el que concluye su trabajo. Este protocolo muestra la
riqueza de las hipdtesis empiricamente comprobadas y le permite un trabajo adecuado para su
resolucion.
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COMENTARIOS FINALES

Analizando los protocolos observamos el razonamiento de los alumnos y los conflictos
semioticos con los que se enfrentan. Los caminos que ellos eligen para sortearlos nos
muestran las nociones que ponen en juego y de las que se sienten mas seguros. Algunos de
ellos muestran una intencidon mas acentuada de proponer justificaciones que se orientan a un
formalismo propio de esta ciencia y que puede responder al contrato didactico implementado
en el aula. Otros se muestran esquivos a seguir trabajando en niveles mas formales que un
empirismo ingenuo, sin ni siquiera aventurarse a trabajar sobre las justificaciones mas
formales que los llevaria a pruebas intelectuales (Balacheff, 2000).

Pero es evidente que la riqueza presente en los protocolos y un andlisis detallado de ellos nos
permite orientar nuestro futuro trabajo docente con esta actividad, acentuando sobre aquellos
aspectos que programemos para nuestros alumnos.

Ademas podemos ver en los protocolos una importante presencia de herramientas heuristicas,
favorecidas quizas por la tarea propuesta, pero que nos revela su importancia en la resolucion
de un problema con contenido matematico, procurando dar cuenta de los elementos
intervinientes no sélo desde el punto de vista de los conceptos sino con intencidon de estudiar
aquello que es independiente del contenido, que es precisamente el objeto de la heuristica.
Rescatando todo aquello que sirva de fundamento de las actuaciones de los alumnos al
resolverlos.
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