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RESUMEN

En esta comunicacion analizaremos algunos episodios de una clase de tercer afio, en la cual
los alumnos discuten, durante la resoluciéon del primer problema de una secuencia de
aprendizaje de la tematica de funcion cuadratica, en torno a la representacion grafica. Es
nuestro proposito dar cuenta de la emergencia en el aula de un conjunto de conocimientos
relativos a la construccion de la idea de curva. Mostraremos como las interacciones entre
pares, sostenidas a veces por la gestion del docente, resultan fértiles para la formulacion de
preguntas potentes en la clase y la construccion de nuevos conocimientos.

1. INTRODUCCION

- ;Qué es una curva? ;Como podemos “controlar” su forma?
- Cuando los alumnos se enfrentan a un problema referido a una variacion continua ;Qué
é

restricciones impone una tabla de valores para la determinacion de un grafico cartesiano?

- Asumido un trabajo previo con la nocion de funcion lineal y pendiente de una recta ; Como
operan estos aprendizajes cuando los estudiantes discuten por primera vez en torno a una
situacion de variacion no uniforme?

Al enfrentar a los estudiantes tempranamente con la problematica de la forma que tendré la
curva que representa una variacion no uniforme, y hacer de ello motivo de discusion en el
aula, es necesario considerar el hecho de que no hay disponibles herramientas matematicas
(las que provee el calculo infinitesimal) que permitan precisar, a partir de una féormula, las
caracteristicas de un grafico. El cardcter de herramienta de las funciones, presentadas como
modelo de una situacion en un determinado contexto, serd entonces un punto de apoyo
importante para la construccion de la idea de curva. Se trata de una construccion
necesariamente precaria y provisoria que se realiza apoyada en los conocimientos construidos
sobre las funciones lineales y también contra ellos.

Como introduccion al tema de funcion cuadratica los alumnos enfrentan un problema
planteado en un contexto geométrico, elegido por el docente con la intencion de permitir la
emergencia de los asuntos que hemos mencionado. Especificamente, los alumnos estan
discutiendo en torno a la eleccion de un grafico cartesiano para representar la dependencia
entre dos variables definida en el problema.
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2. ELEMENTOS TEORICOS QUE DAN UN MARCO A NUESTRO TRABAJO

El marco tedrico en el cual venimos desarrollando nuestro trabajo de investigacion en
didactica de la matematica, se nutre fundamentalmente de las ideas de Brousseau plasmadas
en la Teoria de Situaciones. Brousseau considera dos puntos de partida fundamentales: a) el
alumno elabora conocimiento a partir de la interaccion con una problematica (un medio o
“milieu”, pensado y sostenido con una intencionalidad didactica) que ofrece resistencias y
retroacciones que operan sobre los conocimientos matematicos puestos en juego, y, b) existe
una distancia entre estas elaboraciones y la producciéon matematica en tanto conjunto
organizado de saberes producidos por la cultura.'

Las producciones tedricas de muchos otros autores nutren nuestra formacion y nuestros
modos de interpretar los hechos de la clase. Identificamos a continuacidén algunos constructos
teoricos que muy especificamente nos han servido de herramientas en el andlisis que
mostraremos mas adelante.

Distintos autores que se ocupan de teorizar la produccion de conocimientos ( Piaget y Garcia
(1982), Sierpinska (1989) citando a Wilder, Robert y Robinet (1996), Yackel y Cobb (1997)),
distinguen en su modelizacion el plano de los conceptos, teoremas, propiedades, leyes,
problemas, de aquél de las normas que regulan el trabajo (qué es lo que estd o no permitido
hacer en matemadtica, qué se considera suficiente para dar por valido un enunciado o un
procedimiento, cuales son los criterios que permiten establecer que una estrategia es
"matematicamente pertinente", etc.).

Yackel y Cobb (1997), plantean que el aprendizaje en matemadtica es tanto un proceso de
construccion individual como un proceso de enculturacion colectiva hacia practicas
matematicas de una sociedad mas amplia. En el complejo proceso de la elaboracion de
normas intervienen: la experiencia de cada alumno como productor, la interpretacion de la
intencion y la expectativa del docente, y los desequilibrios provocados por los otros cuando
aparecen en el espacio colectivo diferentes puntos de vista. Para dar cuenta del origen social
de estas normas en el aula y de su especificidad con respecto al conocimiento matematico,
Yackel y Cobb (op.cit.) hablan de normas socio-matematicas.

En nuestro estudio se trata del aprendizaje de nociones transversales - paramatematicas diria
Chevallard- como es el concepto de /o curvo y la caracterizacién de un crecimiento no
uniforme. Son conceptos que requieren procesos largos y que no son tomados explicitamente
como objeto de ensefianza en los programas. Su aprendizaje se despliega en la trama social de
la clase.

3. CARACTERIZACION DE LA EXPERIENCIA

Los hechos que seran analizados en esta comunicacién fueron seleccionados dentro de un

conjunto de observaciones mas amplias que llevo adelante el grupo, en dos terceros afios de la
. 2 . . .

misma escuela” a cargo de dos profesores diferentes. Ambos son integrantes del equipo de

| concepto teodrico de situacion adidactica modeliza la interaccion del alumno con el medio en una produccion de
conocimiento independiente de la mediacion docente. Las interacciones entre docente y alumno a propdsito de la interaccion
del alumno con el milieu se modelizan a través de la nocion de contrato didactico. Esta nocion es una herramienta tedrica que
da cuenta de las elaboraciones de los alumnos relativas a un determinado conocimiento matematico, como producto de sus
interpretaciones de las intenciones y las expectativas —explicitas e implicitas- del docente. Estos dos tipos de interacciones
que se separan en el analisis tedrico, constituyen una trama en la cual se inscriben los procesos personales de aprendizaje”.
Sadovsky ( 2005)

’La experiencia se realizo en el Colegio Paideia a cuyas autoridades agradecemos muy especialmente toda la colaboracion
brindada.
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investigacion y coautores de esta comunicacion'. Ellos fueron formados como docentes”
teniendo como referencia el marco tedrico que hemos mencionado anteriormente y comparten
con el resto del equipo el valor de la interaccion de los alumnos con problemas y el debate
colectivo en el aula.

La planificacion de las clases fue realizada en conjunto por los dos docentes -con la marca
que necesariamente impone la institucion en la cual desarrollan su tarea- y discutida con
posterioridad por la totalidad del equipo. No es el objeto de la investigacion poner a prueba la
propuesta didactica de los docentes sino aprovecharla para estudiar la emergencia de ideas en
el aula.

Los episodios que analizaremos son parte del trabajo de los alumnos con el primer problema
de una secuencia de aprendizaje de la tematica de funcioén cuadratica.

4. ENUNCIADO DEL PROBLEMA Y BREVE ANALISIS 4 PRIORI ° DE LA
ACTIVIDAD QUE SE ANALIZARA

En el problema intervienen magnitudes variables; la relacion entre dos de ellas permite
establecer una dependencia cuadratica. En el aula se intentard que los alumnos caractericen
algunos aspectos de esta dependencia y discutan en torno a la eleccion de un grafico
cartesiano para representarla.

Problema 1: Se tiene el triangulo rectangulo isosceles, cuyos catetos miden 11 cm.
Considerar los rectangulos que se pueden dibujar dentro de la figura de la siguiente manera:

a) /;Cual es el area del rectangulo de base dos? (es el rectangulo que
esta dibujado)

b) /;Habra algun rectangulo de este tipo que tenga un area mayor que
el que esta dibujado? Si es posible encontrar alguno, dar la base.

¢) /JHabra algun rectangulo de este tipo que tenga un area menor que
el de base 2? Si es posible encontrar alguno, dar la base.

d) ;Habra algun rectangulo de este tipo que tenga un area igual que
el de base 2? Si es posible encontrar alguno, dar la base.

=
2

Al elegir este problema, los docentes tuvieron en cuenta el trabajo previo de los alumnos en
torno a la interpretacion de graficos de funciones. A su vez este problema - y toda la
secuencia que se planed — fue concebida como una oportunidad para que los estudiantes
pudieran avanzar en ese trabajo de interpretacion. Particularmente, se tuvo la intencion de
aprovechar el trabajo del afo anterior con el concepto de funcion lineal.

Para comenzar con el trabajo en el aula se pidi6 a los alumnos que, en pequeios grupos,
resolvieran los cuatro primeros items del problema:

El trabajo con estos items se pensdé como un primer momento en el cual los alumnos
comienzan a familiarizarse con la situacion. En cada aula se conversd explicitamente sobre

'El equipo de investigacion esta conformado por los tres autores de este articulo y Cecilia Lamela, Mara Cedron y Mercedes
Marchesin, quienes participaron de las discusiones previas y colaboraron en las observaciones de las clases que seran
analizadas.

2 Concluyeron recientemente la carrera del Profesorado de Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la
Universidad de Buenos Aires.

3« A través del andlisis a priori de las interacciones potenciales de un alumno con un problema, la Teoria de Situaciones
intenta dar cuenta de las posibilidades de accion del sujeto frente a esa tarea problematica, de las retroacciones del medio, y
de los modos de validar que el sujeto podria elaborar en esas interacciones. Desde el punto de vista metodoldgico, el analisis
a priori de la situacién adidéactica que el investigador pretende estudiar, permite construir un conjunto de observables que
constituiran un marco para interpretar los datos del trabajo experimental”. Sadovsky ( 2003)
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qué se queria decir con las expresiones “dentro de la figura de la siguiente manera” o “algin
rectangulo de este tipo”, hasta precisar entre todos el significado del enunciado

En ambos cursos, luego de trabajar con estos items se hizo una puesta en comun de las
diferentes respuestas y estrategias de resolucion. Los docentes, a partir de las distintas
intervenciones de los alumnos, organizaron la informaciéon numérica que se generd en una
tabla de valores de tres columnas: Base — Altura — Area.

A diferencia de lo trabajado con funcion lineal en contextos, en este caso aparece un tipo de
proceso que no es “siempre” creciente ni “siempre” decreciente. En particular existen pares de
valores para la base que se corresponden con el mismo valor de area: dado un rectangulo de
base a es posible encontrar otro rectangulo con base 11 — a que tiene igual area (en el aula, a
los dos valores de la base que determinaban igual area, se los llamod “compafieros”). No se
pensaba que todos los alumnos a partir de resolver los primeros cuatro items del problema
llegarian solos a estas conclusiones sino que estaba previsto que las mismas se terminaran de
precisar en el espacio colectivo con participacion del docente.

Al finalizar el trabajo con los cuatro primeros items, se construyo colectivamente la siguiente
tabla de valores:

BASE ALTURA AREA
1 10 10
2 9 18
3 8 24
4 7 28
5 6 30
6 5 30
7 4 28
8 3 24
9 2 18

10 1 10

Al construir la tabla los docentes recortaron del conjunto de relaciones que se estuvieron
estudiando, aquellas que caracterizan una determinada funcién: la variaciéon del area del
rectdngulo en funcion de la base. Anunciaron a sus alumnos que en las clases siguientes
seguirian trabajando con esta funcion.

En esta comunicacion nos proponemos analizar las interacciones de los alumnos en uno de los
cursos a proposito del item e) del problema.

e) Para cada uno de los siguientes 6 graficos, decidan si puede corresponder o no a la
representacion grdfica de la variacion del area del rectangulo en funcion de la base
del mismo. En cada caso, justifiquen su respuesta.

1 A 2 A 3

\ 4
\ 4
v

v
v
v
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(Cudl es la intencion de enfrentar a los alumnos con esta actividad?

Estudiar cada uno de los seis graficos, buscando razones para aceptarlo o descartarlo, es una
tarea que comporta una complejidad diferente a la de confeccion de un grafico, que
clasicamente se resuelve en la escuela siguiendo el siguiente recorrido: formula de la funcién
—> confeccion de tabla de valores = marcado de puntos en un sistema de ejes cartesianos—>
dibujo de un grafico aproximado uniendo los puntos.

Con esta tarea se pretende que el andlisis de cada grafico se apoye en caracteristicas del
fenomeno. Para ello habrd que convertir al registro de los graficos cartesianos los aspectos
identificados en el trabajo previo con el problema y, al mismo tiempo, al estudiar los graficos
los alumnos podran elaborar nuevas relaciones en torno a la funcién estudiada.

Los seis graficos comparten con la funcion area algunas caracteristicas identificadas a partir
de los items anteriores; en ese sentido, decidir si un grafico corresponde o no a esta funcion
obligard a los alumnos a estudiar de manera mads precisa la variacion. Por ejemplo se espera
que los alumnos al estudiar el grafico 2, lineal a trozos, identifiquen un aspecto caracteristico
de la situacion: el area “crece primero y decrece después a medida que la base aumenta”. Sin
embargo, la linealidad en la totalidad del intervalo donde el area crece (o decrece), es una
caracteristica de este grafico que no se corresponde con la situacion. Para analizar esto ultimo
es necesario recurrir a los datos numéricos recogidos en la tabla de valores.

La anticipacién que hacian los docentes de las respuestas de sus alumnos tomaba en cuenta
que muchos de ellos podian llegar a considerar como posibles varios de los graficos
presentados. Ellos tenian presente que identificar de a una diferentes relaciones no lleva
necesariamente a ponerlas en juego en conjunto para descartar un grafico. En particular los
docentes esperaban que muchos alumnos incluyeran el grafico 1 como posible, ademas del 6.
Hacer una tabla de valores no necesariamente lleva al alumno a establecer alguna relacion
sobre el tipo de variacion del fendmeno que esta estudiando. Es necesario pensar en un trabajo
de analisis sobre la tabla construida para atrapar algunas caracteristicas de la variacion. En
nuestro analisis mostraremos tanto los limites como la potencialidad que comporta el recurso
de la tabla de valores para la tarea de identificacion o construccion de un grafico cartesiano.

5. EPISODIOS ANALIZADOS '

En el aula han comenzado a circular cuestiones relativas a la variacion del area: que aumenta
y disminuye, que hay dos valores donde da igual, que en 5,5 tiene un maximo. Si bien no
aparecio el valor 5,5 en la tabla que se hizo en el pizarrdén, algunos alumnos si lo
incorporaron.

El item e) habia quedado como tarea de la clase anterior y la docente relanza la actividad
proponiendo un trabajo en grupos en la clase y haciendo explicito que debe estudiarse cada
grafico:

PROFE: ... habia que terminarlo. La idea es esta, en grupos discutan entre ustedes lo que pensaron. No es
solamente decir qué grdfico les parece que es, sino por qué los demas no sirven, jse entiende? Ojo que puede
haber 2 6 3 que representan la situacion, no se queden con uno, por ahi hay varios que pueden representar la
situacion. Entonces la idea es que anoten las caracteristicas que ustedes creen que debe tener el grdfico y por

qué cada uno de estos 6 grdficos sirve o no sirve para modelizar la situacion.

Episodios del trabajo en un grupo

Episodio 1. Entre producir un grafico a partir de algunos valores o elegir entre graficos dados.

! Algunos episodios refieren a discusiones en pequefios grupos, sin participacion docente, mientras que otros corresponden al
espacio colectivo regulado por €l.
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La actividad de buscar razones por las cuales se puede descartar un grafico y razones por las
cuales se lo podria elegir, es nueva para los alumnos. Para encararla, lo primero que asumen
los chicos es elegir "el" grafico correcto. En la clase anterior, Joaquin habia comenzado a
producir un grafico aparentemente ubicando en ejes cartesianos los valores que iba
obteniendo.

Este grafico, junto con la tabla, es usado como soporte para la elecciéon de uno de los 6
graficos dados.

LEKI: Vos cudl elegiste Juaco?
JOAQUIN: yo el 6.

JOACO: uno por unoooo

LEKI: el primero, ;por qué es o no es?

JOAQUIN: yo puse que no, porque nuestro gréfico muestra la subida y la bajada de la curva que es igual, sube
con la misma... con la misma inclinacion.

JOACO: bueno, la idea es que en este caso si este tuviese un 30...

JOAQUIN (interrumpiendo): pero nuestro grdfico... bah, yo por lo menos el que hice, en vez de ir asi va asi. (Se
estaria refiriendo al tipo de curvatura del grafico que ¢l produjo)

JOACO: no hay que hacer segun el grdfico que hicimos. Segun vimos hay 2 valores que tienen 30, o sea que en
un momento va a tener que... o sea, tiene que volver a pasar.

JOAQUIN: pero este pard... este si. (Refiriéndose al primer gréfico)

JOACO: pero si este es 30... no, este es 30

JOAQUIN: si, ponele que este es 30, este es 5...este es 6...

JOACO: aca es 30y acd... este también puede ser... (Refiriéndose al grafico 1, como asombrandose)

JOAQUIN: si este puede ser... (Refiriéndose al primero) pasa que nosotros cada vez que vamos aumentando...
de golpe esto va haciendo mas asi y no asi. (Vuelve a comparar el tipo de curvatura del primer grafico con el
grafico producido por él)

JOACO: che, este puede ser (refiriéndose al 1° grafico)

Joaquin estd pensando en su grafico y contraponiéndolo al grafico 1 (mira la forma del
dibujo). Esto lo lleva en un primer momento a descartarlo, porque visualmente no coincide
con la imagen de su dibujo. Parece estar convencido de que el grafico 1 no sirve, pero no
encuentra argumentos para justificarlo salvo la comparacion con el suyo. Es posible que el
comentario de la profesora que advierte que puede haber mas de un grafico que sirva, junto
con el freno que impone Joaco, hagan que Joaquin mas adelante pida ayuda a otros, para
justificar.

Joaco esta tratando de interpretar el grafico 1, cual es el maximo, en donde estd el 30, el 5 y su
compaiiero. No usa el grafico de Joaquin para compararlo con el primero, esto lo posiciona en
un lugar distinto al de Joaquin. ;Qué mirar del grafico? Esto es en lo que esta trabajando
Joaco.

En la interaccion entre ambos, Joaquin es llevado a tener en cuenta caracteristicas ya
estudiadas de la situacion que si se cumplen en el primer grafico (el hecho de que existen
“companeros” fue discutido colectivamente en el aula y es visible para algunos valores de la
tabla). Sin embargo, para descartar este grafico, no se apoya en caracteristicas de la situacion,
ni en la tabla. Su inico argumento por ahora es contraponerlo con el grafico construido por €l.
Los argumentos no terminan de convencer a Joaco acerca de la no-pertinencia del grafico 1 y
Joaquin pide ayuda a otro grupo -como se observa en el préximo episodio- en la busqueda de
argumentos para descartar el primer grafico.

Episodio 2. Estudiar los cambios en la velocidad de crecimiento para caracterizar el tipo de
curvatura
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JOAQUIN: chicos, ;qué pusieron en el uno, el primer grifico? ;Cémo justificaron? (le pregunta a otro grupo)

SEBAS (pertenece a un grupo cercano al de Joaquin que es quién pregunta): porque y aumenta cada vez mas, si
te fijas y aumenta cada vez mas, el drea siempre va aumentando (se refiere al grafico 1)

JOAQUIN: no, el drea no, la base...

JOACO: el 1 puede ser, che, estad bien.

SEBAS: no, no puede ser.

JOACO: pero por ahi esta mal la escala chabon.

JOAQUIN (sin prestar atencion a lo anterior): no entiendo Sebas ;cémo justificds?

SEBAS: fijate la tabla, x = 2 el area es de 18; x = 3 el area es 24, el x = 4 el area es 28, si te fijas del 18 al 24
aumenta 6y de 24 a 28, aumenta 4... tiene que seguir aumentando 2...

JOAQUIN: hasta que no aumenta.

JOACO (insistiendo con su tema): por ahi esta mal la escala, por ahi esta mal la escala chabon.
SEBAS: no, Juaco para

JOAQUIN: aaaa, (con mucho énfasis) si ya entendi....

SEBAS: si vos lo seguis esto se va mas para arriba. (se refiere al grafico 1)

JOAQUIN: acd, el drea va aumentando cada vez menos, 8, 6, 4 (se estaria refiriendo a la tabla o al grafico que él
habia producido)... y acd va aumentando cada vez mas (sefialando al grafico 1).

Sebastian ha aportado una nueva estrategia para analizar los graficos: fijarse en la tabla,
considerando de a pares filas consecutivas, para estudiar y comparar el crecimiento de y para
intervalos iguales de x. En el marco del estudio de las funciones lineales el afo anterior, los
alumnos hacian este tipo de maniobra para identificar -a partir de la tabla- funciones no
lineales, o para calcular la pendiente de funciones ya identificadas como lineales a partir de un
contexto. Ahora Sebastian repite la maniobra para contestar una pregunta nueva: /como
decidir si una curva, en un cierto intervalo, serd concava o convexa? (aunque por supuesto, ¢l
no se plantea la pregunta en estos términos).

Este es un uso de la tabla diferente al que hizo Joaquin: para Sebastian es un soporte para
estudiar la velocidad de crecimiento, mientras que para Joaquin la conversion de los datos
numéricos al dibujo de puntos en un plano cartesiano (y el posterior dibujo de un trazo curvo
que los une) no porta necesariamente relaciones relativas a la variacion del area. Sin embargo,
la explicacion de Sebastian encuentra un lugar en los pensamientos de Joaquin que hace suyos
los argumentos de su compafero de por qué no sirve el grafico 1.

Episodios durante la discusion colectiva

Episodio 3. Las ideas sobre variacioén constante en la discusion en torno al tercer grafico.

En el pequeno grupo que hemos estado analizando, después de haber discutido con detalle en
torno al grafico 1, los siguientes se van descartando rapidamente. No se detienen a estudiar
por qué podrian servir, simplemente los descartan. En particular en el grupo se pasa muy
rapido por el descarte del grafico 3, ya que saben que en 5,5 deberia estar el valor maximo.
Por contraposicion, en la discusion colectiva, el grafico 3 no es descartado de inmediato. Se
discute un buen rato sobre ello. En la discusion se ponen en juego las ideas construidas por los
estudiantes el afio anterior sobre las funciones constantes:

e Al estudiar funciones en general definidas en contextos especificos, éste resultaba un
soporte muy fuerte para analizar si un fendmeno es o no constante. Por ejemplo, a
pesar de que en una tabla de temperaturas se indicaban dos momentos del dia con 21°,
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no se inferia de alli que la temperatura fuera constante entre esos dos instantes.

e Con posterioridad se habian estudiado fenomenos de variacion uniforme y en
particular las “funciones constantes” (el grafico que se obtiene, el significado de
“pendiente cero”, la formula que las caracteriza). En el contexto de las funciones
lineales, que fueron objeto de un trabajo prolongado, se habia identificado en el aula
que si dos valores del dominio tienen la misma imagen, se puede asegurar que la
funcion es constante.

En el problema que estamos analizando, y en este episodio en particular, los alumnos se estan
basando fuertemente en los valores de la tabla, en la cual aparecen consecutivamente dos
valores del dominio con la misma imagen. Las dos ideas mencionadas anteriormente son
sostenidas por diferentes alumnos y entran en conflicto en el debate colectivo.

TERE: es como que primero uno tiene que hacer como una mirada general y encontrar lo que mads o menos se
cumple lo que esta pidiendo, hay 2 valores que tienen 30.

ANA: entonces ahi se forma como una constante. (Ana y Tere trabajaron en el mismo grupo)
PROFE: ;justedes se estan basando en la tabla?

ANA: Si, jte la dicto? Poné base, altura y area: 1,10, 10; 2,9, 18; 3,8,24; 4,7,28; 5,6,30; 6,5,30; 7,4,
28;8,3,24;9,2,18; 10, 1, 10. (va dictando de a tres valores naturales y hace una pausa entre terna y terna que
dicta)

TERE: si, lo que yo estaba diciendo es que, a grandes rasgos como se ve en ese (sefiala el grafico 3), ahi el drea
...hay 2 valores que comparten la misma drea.

PROFE: ;jcudles son Tere?

TERE: el 5 y el 6, bah, lo digo por la base. Yo decia que a grandes rasgos uno primero se tiene que fijar cudles
de los graficos tienen 2 valores que van a medir igual.

PROFE: Y con ese criterio, por ejemplo ;cudles podrias descartar?
TERE: Podria descartar el primero, el segundo...

NACHO: no, el primero no lo podés descartar.

TERE: si lo podés descartar

SEBAS: el 4 también.

PROFE: Tere lo que esta diciendo es que..., en el grdfico 3 Tere claramente ve que hay 2 bases que tienen la
misma drea, jestamos?, lo que Tere dice es que con ese criterio ya uno puede empezar a descartar grdficos,
Jpor ejemplo?

LEKI: se puede descartar un grafico solo, eso creo.

PROFE: Por ejemplo este primero, ;jse podria descartar usando tu criterio, Tere?

TERE: Si, porque digamos, porque yo ahi no veo ningun, digamos, no veo ninguna constante, yo no veo.
ANA: el grdfico 1 no marca ninguna constante ahi

MARIANA: pero no es una constante eso. (Hablan todos juntos)

Tere y Ana proponen mirar “a grandes rasgos” los graficos, a partir de una propiedad que

“leen” en la tabla y enuncian de este modo: hay dos valores que tienen la misma area.

La docente le confiere a esta propiedad un estatuto de criterio y propone una nueva tarea a

toda la clase que es utilizarlo para analizar los gréaficos.

Las respuestas tan discordantes entre Tere y Ana por un lado y el resto de la clase por el otro,

hacen visible que las autoras estan pensando en algo mas que lo que enuncian. La vision de la

tabla, en la cual entre 5 y 6 no hay ningun otro valor de x consignado, y el hecho de que para
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ambos el valor de y es 30, induce probablemente a que ellas consideren que no hay variacién
del area para x entre 5 y 6; pareciera que el criterio que en realidad ponen en juego ambas es
“mirar si hay dos valores de la base entre los cuales no hay variacion del area”.

Los conocimientos construidos sobre las funciones lineales estarian operando aqui: es posible
que ambas calcularan la pendiente de una recta como “lo que varia y cuando x crece 1”. En
ese sentido, los pares ordenados (5; 30) y (6; 30) estarian mostrando una pendiente nula, y por
lo tanto un tramo constante. Desde esta interpretacion el unico grafico que aceptarian es el
tercero.

Sin embargo, la mayoria de los chicos toma el criterio tal cual fue enunciado y sefialan su
inutilidad para descartar graficos:

LEKI: viste que Tere dijo que se podian descartar...., no sé, en todos los graficos va a haber 2 puntos que tienen
el mismo valor.

PROFE: ;Estdan de acuerdo con eso: que en todos los graficos hay 2 valores de x que tienen el mismo valor de
y?
(Hablan todos juntos)

LOLA: que en estos... en todos, porque todos son... y es mas, en uno hay 4.

Finalmente, otra alumna, Elena, refuta la idea central de Tere y Ana, en el sentido de que se
puede ver que el tramo entre 5 y 6 no es constante si uno calcula otros valores mas.

ELENA: a nosotras lo que nos sirvio lo de buscar la constante, en el sentido de que el tercero que es una linea
asi, o sea, sube, hay una constante y baja... y lo que mucho después nos dimos cuenta fue que, o sea, no estamos
hablando de puntos solos sino que, o sea, si vos aumentds la base entre 5 y 6, si vos ponés 5,1 va a aumentar
también, no se va a mantener el 30.

PROFE: ;esta bien lo que dice?

JERO: si.

ELENA: lo que probamos fue hacer 5,5 como base y nos daba como altura 5,5. Da 30,25

PROFE: o sea que sube.

ELENA: si.

PROFE: poquitito pero sube.

ELENA: si. Entonces pusimos, marcamos lo que seria 30y le sumamos 25 centésimos.

PROFE: en este grafico? (Seialando el tercero)

ELENA: claro... suponete que a la linea que esta es constante

PROFE: si.

ELENA: eso marcalo en la y, eso es 30, 30,25 seria un cuartito mas, tendria que subir, el grdfico lo subis un

\poquitito, un cuarto.

Durante el trabajo en grupos, Elena y sus compaferas habian comenzado eligiendo el grafico
3 desde un posicionamiento cercano al que sostienen Tere y Ana. Segin ella misma afirma
fue mucho después que se dieron cuenta que podian agregar nuevos valores a la tabla.
Introduce, con esto, un nuevo asunto que se discutird en el aula. De eso trata el proximo
episodio.

Episodio 4. La compleja relacion tabla — grafico

¢ Qué informacion puedo considerar de una tabla de valores como para estudiar posibles
grdficos de una situacion? En la tabla se representan solo algunos valores numéricos de las
variables en juego. ;Qué limites impone esto?
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La tarea de producir un modelo grafico -o estudiar posibles modelos ya producidos- de una
situacion caracterizada sin ambigliedad por un texto escrito, muchas veces es realizada en la
escuela a partir de la confeccion de una tabla (necesariamente finita). Ahora bien, si en el
proceso se abandona la situacion inicial y se considera al grafico como modelo de la tabla, los
datos resultan insuficientes para identificar el modelo adecuado de la situacion. En eso estan
Tere y Ana que como hemos visto leen en la tabla més de lo que ella informa, sin recurrir a la
situacion inicial del problema. Los tres registros -tabla, grafico, problema escrito- deben ser
puestos en juego en simultaneo, como hace por ejemplo Elena, para poder realizar la tarea de
modelizacion.

Antes de enfrentar este problema, estos alumnos han trabajado basicamente con dos tipos de
situaciones en relacion con la informacion que provee el texto escrito.

Por un lado los problemas en los cuales el texto escrito presenta un contexto de dependencia
entre variables (la temperatura en una ciudad en distintos momentos del dia, la altura o el peso
de un individuo en diferentes edades, etc.) y la informacion de como es esa relacion se provee
tanto con una tabla (datos discretos) como con un grafico.

Por otro lado enfrentaron problemas en los cuales el texto escrito caracteriza completamente
la dependencia funcional (problemas en contexto de variacion uniforme que por lo tanto se
modelizan con una funcion lineal). Los conocimientos construidos en torno al objeto
“variacion uniforme” les han permitido hacer una anticipacion de las caracteristicas globales
del grafico asociado a una cierta situacion. Unos pocos calculos realizados a partir del texto
escrito, permiten la realizacion efectiva de un modelo gréfico.

La situacion que se les presenta ahora no pertenece estrictamente a ninguno de los dos tipos
anteriores, y los alumnos la enfrentan desde distintas posiciones. Estas diferencias crean
tensiones en el aula que permiten la emergencia de ideas potentes acerca de la relacion tabla —
grafico, como veremos en los dos siguientes extractos de la clase.

(La clase sigue discutiendo en torno del grafico 3)

PROFE: constante es que no aumenta, lo que Lola dice es que si uno mira la tabla que ella y Viole tenian, ellas
no tenian el 5,5 jno lo tienen, no? Ellas lo que tienen es que para el 5 da 30 y para base 6, también da 30.
Entonces dicen, bueno, este tramo va. (Refiriéndose al tramo horizontal que figura en el dibujo)

MARTIN: pero vos no podés hacer la linea con una tabla.
PROFE: ;por qué no podés?

MARTIN: son puntos nada ms.

PROFE: gja.

DIEGO: porque en la tabla son puntos solitarios.

MARTIN: no se puede hacer el grdfico con una tabla. Se hacen nada mds puntos y no se unen, porque no sabés.
(En el momento de trabajo grupal Martin habia marcado muchos puntos en un sistema de ejes coordenados que
correspondian a pares ( x; area del rectangulo de base x ) pero no los habia unido).

Diego y Martin enuncian una norma para invalidar el tramo horizontal que Lola habia
considerado posible. Es una vieja norma discutida el ano anterior durante los primeros
aprendizajes de funciones: si tenés valores sueltos en una tabla no se puede saber como serd
el grafico entre los valores. (El tratamiento de funciones lineales que los alumnos habian
realizado posteriormente de algiin modo habia sacado de circulacion esta norma: si la funcion
es lineal, ellos si hacian lineas a partir de tablas). Esta norma le permite a Martin poner en
duda la eleccion de sus compaiieras del grafico 3: no se puede saber si serd recto el tramo
solamente con dos valores. Particularmente, ¢l lo habia descartado porque calcul6 el area para
valores de x entre 5 y 6, al igual que Elena.

Para Martin, la misma norma lo lleva a la imposibilidad de producir un gréafico (continuo) a
partir de una tabla, por mas valores que se tomen.

El haber planteado a los alumnos la tarea de elegir entre graficos ya producidos y no la de
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producir ellos mismos un grafico, toma en cuenta justamente esta imposibilidad de producir
un trazo “continuo” a partir de datos discretos.

Explicitada la norma, Lola la pone en juego de manera provocativa.

ANA (a Lola): decile...

LOLA: entonces ninguno de estos grdficos esta bien.

PROFE: ;por qué?

LOLA: porque con respecto a la tabla...ningun grdfico se puede usar.

PROFE: esta bueno lo que esta diciendo Lola, y esta bueno porque esta complementando lo que dice Martin,
con la tabla uno no puede sacar toda la informacion de la funcion, sacds apenas alguna que otra informacion,
JSi?

NACHO: pero la podés pensar, Vale...

PROFE: este grdfico 3 esta puesto... de algun modo para hacer pensar en eso, que si uno se basa en la tabla
nada mas, ;jsi? podemos cometer el error de pensar que del 5 al 6 es constante. Pero ya Elena calculo que para
una base de 5,5, el area le da un poquitito mas grande.

ELENA: y ahi ya te cambia todo... el grdfico.

PROFE: ahi va. Tenemos la tabla pero tenemos el problema también, conocemos que era de rectingulos, que
\puedo ir agrandado la base y achicandola. O sea, no tengo solo la tabla, tengo la tabla mas un problema que
conocemos. Apoyados en el problema podemos saber que el grdfico 3 no puede ser.

ANA: Pero... vos podés ahora elegir un grdfico y... lo que vos ahora estas afirmando que después vuelve a
bajar y después... no, que el 5,5 primero sube y después vuelve a bajar pero... como que si vos elegis un grdfico
puede... no sé como decir, puede volver... puede hacer asi y vos estas aplicando un grdfico que capaz tampoco
sirve. Como que hay numeros que vos no estas tomando...

ALUMNA: Y en el grafico siempre vas a saber cuanto es el area para cualquier base y si aumenta o disminuye.
SEBAS: el grdfico tiene todos los puntos.

ANA: o sea, te estoy diciendo que, cuando vos tenés la tabla, cuando tenés el 5,5 tambien te estan faltando datos
que te pueden decir si el area sube o baja. Tenés numeros, 5,0005 que por ejemplo vos no lo tomas en cuenta
[pero puede que eso aumente o disminuya.

PROFE: Es verdad lo que ustedes dicen. La tabla junto con el problema nos va a poder permitir solamente

afirmar que algunos graficos podrian servir y otros no.

Lola, muy centrada en la tabla de valores, destaca la imposibilidad de decidir que un gréafico
sea el que represente esa tabla.

En un primer momento la profesora enfatiza el hecho de que la tabla se puede ir agrandando
con todos los valores que se quiera, ya que hay una situacion descripta verbalmente que lo
posibilita. Efectivamente, varios estudiantes han ido ampliando la tabla para estudiar los
graficos.

A partir de la primera version de tabla como conjunto de 10 valores discretos, los alumnos
han ido construyendo una idea de tabla que se puede completar con numeros “tan cercanos a
los dados como se quiera”. Podriamos decir que estdn pensando en una tabla densa como
proceso (proceso en el sentido al que se refiere A. Sfard (1991)). En cada instante de ese
proceso, la tabla permanece finita y discreta y por lo tanto sustancialmente diferente del
objeto “representacion grafica de la funcion”. Las expresiones de los alumnos en torno a este
ultimo estarian revelando que lo conciben con una cierta propiedad de completitud: “el
grafico tiene todos los puntos”. ;jEstardn concibiendo la curva de una manera global,
intuitivamente continua, sobre la cual los puntos se ubican? ;O mas bien se estaran refiriendo

al resultado de haber calculado la funcién en “todos los nimeros” y haberlos marcados en
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el plano cartesiano?’ No tenemos elementos suficientes como para poder decidir a cuél de
estas dos concepciones se ajustan mas las ideas de los alumnos.

En la situacion que estamos estudiando -independientemente de las ideas en torno a la
relacion punto/curva que los alumnos estén poniendo en juego- se conciben los puntos de la
curva en relacion directa con un par de numeros: valor de la base y valor del area del
rectangulo correspondiente. ;Cual es el conjunto numérico en el que estardn pensando los
alumnos? Si bien ellos conocen algunos numeros irracionales no han tenido ninguna
experiencia de trabajo con R y probablemente el conjunto numérico que estan invocando
implicitamente sea Q (con su propiedad de densidad). Es muy probable que la compleja
nocioén de completitud y su diferencia con la nocién de densidad permanezca opaca para los
alumnos, y que ciertas expresiones de ellos escondan la idea de que, si uno pudiera calcular la
funcion en todos los numeros (racionales), con esa tabla infinita lograria todos los puntos que
aparecen en el grafico.

En el aula, todas estas ideas muestran que no hay modo de validar que el grafico 6
efectivamente es. Las discusiones de los alumnos se ubican justamente en esta cuestion,
cambiando la naturaleza de la tarea que tenian. Ana y Lola dan una caracterizacion precisa del
problema que enfrentan: para producir/ identificar el grafico de esta situacién no alcanza con
tener finitos valores de las variables en una tabla y por mas que se puedan ir agregando tantos
valores como se quiera, siempre serdn finitos y no se podria asegurar qué comportamiento
tiene el fendémeno entre dos de los valores calculados, y por ende no se puede asegurar cual es
el grafico. En su ultima intervencion la profesora contesta al problema que plantean Ana y
Lola, restituyendo la tarea: decidir si un grafico puede o no representar la variacion del area
en funcion de la base y por qué. No se buscaba poder asegurar que un grafico es, sino que
puede ser. Los episodios analizados han mostrado la fertilidad de la tarea propuesta.

REFLEXIONES FINALES

El estudio que hemos realizado se ubica, como ya dijimos en un momento de introduccion al
estudio de fendmenos cuadraticos, momento que coincide para los alumnos con el inicio de un
estudio un poco mas sistematico de fenomenos de variacion un uniforme.

Las distancias/ tensiones/ puntos de apoyo entre los nuevos asuntos y los viejos
conocimientos ubican a los alumnos de una clase en diferentes posiciones. El espacio social
de la clase, como espacio de interaccion de los alumnos sostenido por el docente, juega un
papel importante en la formulacion de nuevas preguntas y la produccion de conocimientos.

El analisis que hemos realizado nos permite precisar esta idea en distintas direcciones:

* En relacion con la tarea que enfrentan los alumnos, la actividad de buscar razones por las
cuales descartar un grafico y razones por las cuales se lo podria elegir, parece generar
condiciones para que los alumnos se involucren en el estudio de la relacion entre las
magnitudes en juego y el tipo de variacion. En el episodio 1, se hace visible la diferencia entre
esta tarea y la clasica tarea de producir un grafico cartesiano a partir de una tabla de valores
construida previamente. Esta tltima, puede resolverse con éxito sin necesidad de estudiar los
cambios en la variacion de las variables en juego.

* En la interaccién entre pares, el aporte de un compafiero a proposito de los
conocimientos en juego en una tarea, desencadena un proceso personal de construccion de
nuevas relaciones. En el episodio 2 de nuestro estudio sefialamos cémo un estudiante, ante la

! “Rafael Nufiez, Laurie Edwards y Jodo F. Matos (1999) dentro de la perspectiva de la emboided cognition y en el marco del
analisis cognitivo que realizan de la nocion de funcion continua, distinguen dos concepciones de la nocion de recta. Una de
tipo cinematica, espontanea y naturalmente continua, sobre la cual los puntos se ubican. La otra concepcion considera la recta
formada por (la unién necesariamente no numerable de) puntos que la constituyen.” Analia Bergé (2004)

210



II REPEM — Memorias Santa Rosa, La Pampa, Argentina, Agosto 2008

necesidad de justificar una respuesta que ¢l tiene por segura -que el grafico 1 no sirve- recurre
a un compaiero y entiende algo nuevo, a partir de sus explicaciones.

* Los conocimientos sobre funcion lineal como punto de apoyo para estudiar variaciones
no uniformes:

o Una estrategia que los alumnos ponian en juego al estudiar los fendmenos lineales
-comparar el crecimiento de y para intervalos iguales de x- es adaptada
exitosamente para decidir sobre el tipo de concavidad de un grafico cartesiano
(episodio2).

o Frente a una tabla de valores en la cual aparecen consecutivamente dos valores del
dominio con la misma imagen varios alumnos sostienen que se trata de una
funcién constante entre ambos valores. Mientras que algunos estudiantes pueden
salir de esta posicion interactuando con el problema, otros necesitan de la
interaccion con sus pares para modificar su punto de vista.

» Podemos identificar algunas caracteristicas de la gestion del docente en el episodio 3:

-- en interaccidn con un par de alumnas ayuda a que ellas precisen una afirmacion que en
principio enunciaron vagamente

-- no toma partido por la veracidad de lo que se est4 afirmando

-- invita implicitamente a todos los estudiantes a poner a prueba como herramienta lo
afirmado.

Son caracteristicas de la intervencion docente que generan buenas condiciones para la
interaccion entre los alumnos y potencian la produccion de nuevos conocimientos en el
espacio colectivo.

* Las alumnas que mas ingenuamente consideraron solo la tabla de valores original para
graficar, después logran precisar mucho los limites de la tarea. Se produce en la clase un
cambio de contrato para ellas que las hace avanzar de golpe en la comprension del estatuto de
la actividad que tienen entre manos (episodio 4).

» Las diferencias entre las posiciones de los alumnos crean tensiones en el aula que
permiten la emergencia de ideas potentes acerca de la relacion tabla — grafico. En la clase
que estuvimos analizando estas diferentes posiciones eran esperadas por los docentes y
provocadas a partir de varias decisiones que tomaron: por un lado, la eleccion de un primer
problema que porta una relacion entre el texto y el grafico totalmente nueva para los alumnos
(ver el analisis del episodio 4); por otro lado la inclusion de ciertos graficos, en particular el
tercero, estuvo comandada por la idea de hacer surgir diferentes puntos de vista. Nuevamente
en este episodio 4 podemos identificar gestos del docente que resultan vitales para sostener la
voz de las distintas posiciones.

En esta comunicacion hemos considerado algunos de los episodios de uno de los dos cursos
que estudiamos. Nuestro analisis se vera seguramente enriquecido con la inclusion del trabajo
de los alumnos en el otro curso, donde los hechos fueron en parte diferentes. Valgan entonces
nuestras reflexiones finales como la muestra de un estado intermedio de nuestro trabajo.
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